A Kkettes szamrendszer

Az emberiség torténete soran mar sokféle szdmrendszer eléfordult. A régi babiloniak példaul a hatvanas és a
tizenkettes szamrendszert is hasznaltak. Innen szarmazik az idémérésben €s a szogmérésben a mai napig
hasznalt 60-as valtdszam és a nap 24 6rdja egyarant.

Ugyanakkor a tucat szd, amely 12-t jelent, szintén a tizenkettes szamrendszer hasznélatara utal.

A szamitastechnikdban is hasznalnak néhany szamrendszert: kettes, nyolcas, tizes €s tizenhatos
szamrendszert. A nyolcas €s a tizenhatos szdmrendszer jelentdségére még visszatériink a késdbbiekben.

A szamitogép, mint mar emlitettiik egy két jelbdl 4llo jelkészlettel dolgozik. Ez a két jel a szamitogép
szamara két kiillonbozo fesziiltségszint (az egyik altalaban a fesziiltség hianya szokott lenni), azonban ezeket
0 és 1 jelekkel szoktuk szemléltetni, mivel a kettes szamrendszerben is ezt a két szamjegyet hasznaljuk. Mint
a kovetkezokbdl kideriil, a kettes szamrendszerben szamolni is sokkal konnyebb, mint a hétkdznapi €letben
hasznalt tizes szamrendszerben.

Atvaltas Kettes és tizes szamrendszer kozott

Ahhoz, hogy tudjunk kettes szamrendszerben szamolni, el6bb fel kell tudnunk irni a hétkéznapi életben
hasznalt tizes szamrendszerbdl a szdmokat kettes szamrendszerbe. Ehhez eldszor nézziik meg, hogy hogyan
is néznek ki a kettes szamrendszerben a szamok.

A kettes szamrendszerbeli szamok felépitése

Minden helyiértékes szdmabrazolasi rendszerben, igy a kettes vagy a tizes szamrendszerben is a szaimot
valahany kiilonb6z0 szdmjegybdl gazdalkodva irjuk fel. A rendelkezésre allo szamjegyek szama valdjaban a
szamrendszer alapszama.

Amikor a szamjegyeket egymas mellé irjuk, akkor minden szamjegy azt mondja meg, hogy az adott
helyiértékbdl mennyi van a szdmban. Hogy mi a helyiérték? Nos az szintén az alapszamtol fiigg. A
helyiértékek mindig jobbrol balra ndnek. A legbaloldali szamjegy mindig az egyesek szamat adja meg, majd
tdle balra haladva minden szdmjegyet egyel tobbszor kell az alapszdmmal megszorozni, mint a tdle jobbra
levét. Tehat a helyiértékek nem masok, mint az alapszam hatvanyai a nulladik hatvanyt6l (ami 1 minden
szam esetén) kezdve.

Ennek megfelelden tehat kettes szamrendszerben a 100101 valdjaban a kdvetkezd:

e 29=1-bél van egy darab

e 2!=2-b8l van nulla darab

e 22=4-b8l van egy darab

o 23=8-bol és 2*=16-b6l van nulla darab
e és2°=32-b8l van egy darab

Ha 6sszeadjuk a nem nulla értékeket, akkor megkapjuk a szam értékét, ami éppen 37. Ezzel tulajdonképpen
kaptunk egy atvaltasi modot kettes szamrendszerbdl tizes szdmrendszerbe. Masrészt az is lathato, hogy ha
valaki tud kettovel szorozni, és igy fel tudja irni a kettd hatvanyait, akkor az atvaltas nem lehet gond, mivel a
kettes szamrendszerben egy adott helyiértéket vagy figyelembe kell venni (mert 1 az értéke), vagy nem kell
figyelembe venni (mert 0 az értéke), igy csak bizonyos kettd-hatvanyok 6sszeadédsara van sziikség. Egyetlen
mas szamrendszerre sem igaz ez.

Atvaltas Kkettes szamrendszerre

Most mar tudjuk, hogy mit kell kapnunk: olyan felbontasat a szdmnak, amelyben kett6 hatvanyainak
Osszegére bontottuk a szamot. Hogy lehet ezt a legkonnyebben meghatarozni?



Ez majdnem olyan, mint amikor valamilyen pénzosszeget kell meghatarozott cimletekben minél kevesebb
érmével kifizetni. Most az egyes cimletek megkaphatok kettovel osztas illetve szorzas révén.

A legkisebb cimlet nyilvan akkor kell, ha az egyel nagyobb cimlettel nem oszthat6 a szam, a kovetkezd
cimlet akkor, ha az egyel nagyobbal nem oszthaté a megmaradt 6sszeg €s igy tovabb.

Az atvaltas modszere ennek megfelelden a kdvetkezd: Osszuk el a szamot kettdvel, és irjuk fel a maradékot
(ez lesz az egyes helyiérték). Az osztas eredmenyével ismételjik meg a miiveletet mindaddig, amig az nulla
nem lesz. Igy jobbroél balra haladva mindig egy-egy helyiértéket kapunk meg a szdm kettes szamrendszerbeli
alakjabol.

A modszer természetesen nem csak a kettes szamrendszerbe torténd atvaltasra igaz, hanem barmely mas
szamrendszer esetén. Viszont mindig annyiféle maradék van, amennyi a szamrendszer alapszdma, és kettovel
konnyebb osztani, mint a nagyobb szdmokkal.

A gyakorlatban az 4tvaltast egy egyszer(i, nagyon mechanikus modon lehet elvégezni:

1. {rjuk fel a szamot egy fiigg6leges vonal bal oldalara

2. Ha a szam pératan, irjunk mell¢ a vonal tuloldalara egyet, ala a szamnal egyel kisebb paros szam felét

3. Ha a szam paros, irjunk mellé a vonal tuloldalara nullat, ala pedig a szam felét

4. Ismételjiik meg az el6z6 két 1épést a legalso baloldali szammal mindaddig, amig az nulldva nem valik
(tovabb nincs értelme, mert mindig nulla marad)

5. Ezutan alulrol felfelé haladva a jobboldali szamjegyeket irjuk egymas mellé balrol jobbra haladva. A
kapott szdm a kettes szdmrendszerbeli alakja a legeldszor felirt szamnak.

Az alabbiakban né¢hany példa lathat6 a szamolas elvégzésére:

|seredmény: 100101 |s eredmény: 10111 |4 eredmény: 110100
100101 10111 110100

Atvaltas Kkettes szamrendszerbol tizes szamrendszerbe

A kettes szamrendszerbeli szamok tizesbe torténé atszamolasara mar lattunk egy modszert: Irjuk fel a
szamjegyek helyiértékét, és ahol egyes van, azokat a helyiértékeket adjuk dssze. Ez egy miikodoképes
modszer, de van egy masik mddszer is, amely tulajdonképpen ugyanazon az elven miikddik, de néha jobban,
néha kevésbé jol hasznalhatd, ezért mindkét modszert érdemes ismerni.

Ennél a modszernél nincs sziikség a helyiértékek ismeretére, csupan sszeadni és kettdvel szorozni kell
tudni. A modszer a szam legmagasabb helyiértékii szamjegyétdl halad a legkisebb helyiérték fel¢ a
kovetkezdképpen:

Ez a modszer is miikodik més szamrendszerre is, de kettd helyett mindig a szdmrendszer alapszamaval kell a
szorzasokat elvégezni, és a lehetséges szamjegy is tobbféle lehet.

1. Szorozzuk meg a legmagasabb helyiértéken levd szamjegyet kettovel,

2. Adjuk hozza a kovetkez6 (egyel kisebb helyiértéken levo) szamjegy értékét;

3. Amennyiben az éppen hozzaadott szdmjegy nem a legkisebb (egyes) helyiértékli szamjegy volt, akkor
az eredményt szorozzuk meg kettével, és folytassuk a miiveletet az el6z6 ponttal, kiilonben megkaptuk
az eredményt.

Hogy ez a mddszer ugyanugy helyes, mint a helyiértékek dsszeadasa, az konnyen belathato: A folyamatos
szorzasok soran az egyes helyiértékek minden 1épésben egyel tobbszor keriilnek szorzésra, mint az el6z6
1épésben. Az abcde szam atszdmolasa soran a kovetkezd torténik:

((((2*atb)*2+c)*2+d)*2+e

Ha felbontjuk a zarojeleket, akkor a kdvetkezdt kapjuk:

(((2*atb)*2+c)*2+d)*2+e = e + 2*d + 4%c + 8*b + 16*a = *20 + d*2! + ¢*22 + p*23 + a*24

Vagyis a masik mddszer szerinti 4tvaltasa a szdmnak...



A szamok abrazolasa

A szamitogép a szamokat mindig meghatarozott szaml szamjeggyel dbrazolja. Mint késdbb latni fogjuk, ez a
szamolas soran is elény0s lesz. Igen d&m, de a szamok, amelyeket abrazolni fogunk nem mindig ugyanannyi
jegytiek. A megoldas erre nagyon egyszeru: egészitsiik ki balrdl a szamot nulldkkal, hogy a kivant
mennyiségii szamjegybdl alljon.

Bit, Byte, Sz6

A szamok (és a szamok formajaban tarolt barmely adat) ilyen adott szamjegyen torténd abrazoldsa vezetett
az informdcio mertékegységeinek is tekintett mértékegységek kialakulasahoz.

A bitrél mar emlitettiik, hogy az informaci6 legkisebb egysége, amely két kiilonb6z6 informéciot tud
egymastol megkiilonboztetni, mivel két értéke lehet. Ez a kettes szamrendszer egy szdmjegyének felel meg.
Egy biten tehat egy egyjegyti szamot tudunk megadni.

Két biten mar 2*2 = 22= 4 szamot, harom biten 23=8 szdmot, négy biten 24=16 szamot stb. lehet megadni. n
biten tehat 2" féle szamot lehet tarolni. A lehetséges értékek pedig a csupa nullaval megadott 0 értéktdl a
csupa egyel megadott 2”-1 értékig terjedhetnek.

Eredetileg 6, majd késobb 7 bitet hasznaltak egyiitt. Késobb a 8 bit valt elterjedté, és ez 6nallod nevet is
kapott: byte. Az elnevezés onnan ered, hogy az angolban azt hogy a biteket nyolcasaval csoportositjuk a by
eight kifejezéssel lehet megadni. Ez az amerikai angol szokasos beszédstilusaban, amikor a gyors beszédben
a sz6 felét elharapjak, éppen tigy hangzik, mint ahogyan a byte sz6t kell ejteni.

A jelenleg érvényes magyar helyesirasi szabalyok a byfe szot €és egy masik a szamitastechnikdban hasznalt,
egyébként rendes magyar jelentéssel rendelkezd szot, "magyaritotta", fonetikus irdsmodot irva eld. Azonban
a bajt illetve a masik sz6 esetén a f3jl irdsmod valojaban nem megfeleld. Ez utobbi nem magyar sz9, igy a
fonetikus irasmddot semmi nem indokolja, magyar jelentése allomany, ami sokkal megfelelobb helyette. A
byte fonetikus irasa ellen pedig az sz6l, hogy mas idegen eredetli mértékegységet, mint példaul a newtont
sem irjuk fonetikusan. Ha kovetkezetesek akarunk lenni, akkor irjuk valamennyi mértékegységilinket
egyforman! Ha az er6 mértékegysége newton, akkor az informacioé byte, ha az informaciéo mértékegysége
bajt, akkor legyen az er6¢ nyuton!

Bar ma mar 8 bitnél nagyobb méretli szdmokkal dolgoznak a szdmitogépek, az informacié alapegysége
tovabbra is a byte, amely tehat nyolc bitet jelent. A rendelkezésre a4ll6 memoria, vagy egyéb taroldegységek
kapacitasat byte-ban szokas megadni.

Azonban a tényleges szamméret megadasa soran szokas hasznalni a sz6 fogalmat is, amely gépenként
valtozhat, és az egyiitt kezelt, egyszerre feldolgozhato bitek szamat adja meg. Ha tehat példaul egy
processzorra azt mondjuk, hogy 32 bites, az azt jelenti, hogy 32 bites szavakkal képes miiveleteket végezni,
vagyis legfeljebb 32 bit hossziisdg szamok kezelésére képes.

A tovabbiakban altalaban 8 bites, vagyis 1 byte-os szamokkal fogunk foglalkozni, de minden egyéb szoméret
esetén is igazak lesznek az allitasok.

A 16-0s és a nyolcas szamrendszer jelentosége

A szamitogép beliil tehat a szamokat kettes szamrendszerben tarolja. Azonban elég nehéz a kettes
szamrendszerbeli szamokat olvasni, vagy leirni. Ezért a szamitogéppel mélyebb szinten foglalkozok, akiknek
a kozvetlen szamértékekkel is kapcsolatba kell kertilniiik, jobban szeretté¢k volna, ha nem kettes
szdmrendszerbeli szdmokkal kell dolgozniuk, de az atvaltas sem jelent problémat.

A tizes szamrendszer nem a legmegfelelobb, mivel a tiz nem ketté-hatvany. Viszont van két olyan
szamrendszer, amelynek alapszdma kettd hatvanya, és igy a kettes szamrendszerbeli szamok konnyebb
abrazolésat teszi lehetové. Az egyik a régebben, a 6 bites szavak idején hasznalt 8-as szdmrendszer, a masik
a 16-os szamrendszer. Az alabbi tablazat egyszerli atvaltasi Gtmutatast ad a kettes, a tizes, a nyolcas és a



tizenhatos szamrendszer kozott. A szamrendszer megnevezésénél szerepel a szamrendszer idegen eredeti,
gyakran hasznalt neve is.

Tizes Kettes nyolcas Tizenhatos
(decimalis) (binaris) (oktalis) (hexadecimals)
szamrendszer | szamrendszer || szamrendszer szamrendszer
| f f 0| 0
| 1] 1] 1 1]
| 2 10] 2| 2]
| 3| 1] 3| 3|
| 4 100] 4 4
| 5| 101] 5| 5|
| 6| 110] 6| 6|
| 7| 111]| 7| 7]
| J 1000 10| J
| 9| 1001]| 1] 9)
| 10| 1010|| 12| A
| 11|| 1011 13 B|
| 12]| 1100 14| C
| 13 1101 15| D|
| 14| 1110|| 16) E|
| 15 1111|| 17 F|
| 16| 10000|| 20)| 10|

Az informatikaban hasznalt szdmrendszerek és kapcsolatuk

Egy byte, azaz nyolc bit esetén még talan nem tlinik til nagy gondnak a nyolc szamjegy leirasa, de tobb byte
hosszu értékek megadasanal mar faraszto a sok egyes €s nulla leirasa €s olvasasa egyarant. Példaul a szinek
kodolasara szokas harom byte-ot alkalmazni, amelyeknek byte-onként is van kiilon jelentésiik. Itt mar
valoban kényelmetlen lenne, ha huszonnégy bitet kellene leirni. Helyette rovidebb és olvashatobb a hat
tizenhatos szamrendszerbeli, azaz hexadecimalis szamjegy.

Ebbdl mar lathatd, hogy mire hasznalhat6 a nyolcas illetve a tizenhatos szamrendszer: Mivel alapszdma a
ketté valamely hatvanya, igy a kettes szamrendszerbeli szamot kdnnyen, és rovidebben fel lehet irni ezekben
a szamrendszerekben. Harom kettes szamrendszerbeli szamjegy helyett lehet egy nyolcas vagyis oktalis
szamrendszerbeli szamjegyet irni. Négy kettes szamrendszerbeli szamjegy helyett pedig egy tizenhatos
szamrendszerbeli szamjegyet irhatunk. gy egy byte értékét pontosan két tizenhatos szamrendszerbeli
szdmjeggyel lehet felirni, ami idonként sokkal kényelmesebb lehet a nyolc darab bit felirasa helyett.

A fenti tablazatbol az is kideriil, hogy hogyan szokas megoldani azt a problémat, hogy 6sszesen csak tiz
szamjegyiink van, mivel a hétkznapok soran csak a tizes szamrendszerben hasznalt szamjegyekre van
szlikség. A tizes értéktdl a tizeno6tos értékig az angol abécé elsd hat betiijét hasznaljuk szdmjegyként. Az,
hogy kis vagy nagy betiivaltozatot hasznalunk, az mindegy, de lehetdleg kdvetkezetesen kell vagy az egyiket,
vagy a masikat hasznalni.

Példaként az atvaltasra:

| kettesben: [00110101/[11010001[11111111]
|tizenhatosban |35 D1 |FF |
| nyolcasban ||065 ||321 “377 |




Természetesen a példaknal a nyolcas szamrendszerben a lemagasabb helyiértékii jegy 3-nal nem lehet
nagyobb, mivel csak két bit jut erre a jegyre...

Szamolas kettes szamrendszerben

Most mar tudjuk a szamokat felirni kettes szdmrendszerben, és értelmezni is tudjuk a kettes szamrendszerbeli
szamokat. A kovetkezOkben megtanuljuk, hogyan kell ezekkel a szamokkal dsszeadni, kivonni valamint
szorozni. Az osztas még kettes szamrendszerben is bonyolult miiveletnek szamit, amelyet a szamitogép is
tobb Iépésben végez el, igy azzal nem foglalkozunk. Azonban mint latni fogjuk, a szorzas kettes
szdmrendszerben sokkal egyszerlibb, mint barmely mésik szdmrendszerben.

A szamolas soran mindig olyan szamokkal fogunk foglalkozni, amelyek 1 byte-on tarolhatok, és ezeket
pontosan egy byte-on, vagyis 8 biten fogjuk dbrazolni. A sziikséges szamu bit elérése mindig a szam balrdl
nullakkal torténd kiegészitésével torténik.

Eloljaréban még annyit, hogy a kettes szamrendszerbeli szdmolas konnytliségét az alkalmazand6 szabalyok
alacsony szama okozza, ami abbdl adodik, hogy kevés szamjeggyel kell dolgozni, igy a szdmolas soran

kevés lehetdséget kell figyelembe venni. El0szor mindig a szabalyokat adjuk meg egy muvelettabla
segitségével, és azutdn megnézziik, hogyan is kell a gyakorlatban a szabalyokat alkalmazni.

Osszeadas

Az 0sszeadas miivelettabldja a kdvetkezo:

o[ 1
oJol[1

A csillag jelentése itt az, hogy a miivelet eredménye kihat a kovetkezd helyiértékre is. Ezt a hatast nevezziik
atvitelnek. Az atvitel azt mondja meg, hogy az dsszeadas eredménye nem fér el az adott helyiértéken, igy a
kovetkezd helyiértéken az 6sszeadast gy kell végrehajtani, hogy az eredményhez még egy egyest hozza kell
adni.

Ebbdl viszont az is kovetkezik, hogy nem ilyen egyszeriiek a szabalyok, hiszen azt is meg kell vizsgalni,
amikor harom szdmjegyet adunk 0ssze. A lehetséges esetek tehat a kdvetkezok:

1. Minden jegy 0: az eredmény 0, és nincs atvitel (0+0=0).

2. Egy egyes jegy van: az eredmény 1, és nincs atvitel (0+1=1+0=1).
3. Két egyes van: az eredmény 0, és van atvitel (1+1=10).

4. Harom egyes van: az eredmény 1, és van atvitel (1+1+1=11).

Ezt persze lehetne a fenti miivelettablaval is szemléltetni, csak kell egy kiilon miivelettabla arra az esetre is,

amikor egy atvitelt is figyelembe kell venni. Jeldljiik ezt a miiveletet +*-gal, ¢s irjuk fel a tdblaba az
esetlegesen keletkezd atvitelt is:

o] [+ o][1]
0lloojo [o]ot]1o

Ezek utan nézziik, hogy a gyakorlatban hogyan kell két kettes szamrendszerbeli szam Osszeadasat elvégezni!
Tulajdonképpen ugyantigy, ahogyan tizes szdmrendszerben is csinaljuk, ha csak papir és ceruza all
rendelkezésiinkre (géppel nem is lehetne tizes szamrendszerbeli szamokat 6sszeadni, mert a szamologép is
kettes szamrendszerben szamol):




frjuk egymas al4 a két szamot, majd a legkisebb helyiértéktdl haladva a fenti szabalyok szerint minden
helyiértéken szamoljuk ki az eredményt, és irjuk az 6sszeadandd szamok ala. Amikor az utolsd, legnagyobb
helyiértéken is elvégeztiik az 6sszeadast, az esetleges atvitelt is irjuk még a szam elé. Az igy kapott szam
lesz az 0sszeg.

Ime néhany elvégzett szamitas:
W e

A pottyok minden esetben az atvitelre utalnak.
A tuilcsordulas fogalma

A szamitogép mindig meghatarozott szamu biten dolgozik. Példainknal ez nyolc bit, vagyis egy byte.
Azonban az 0sszeadas eredménye a legmagasabb helyiértéken esetleg keletkezo atvitel miatt lehet egyel
tobb, példankban 9 bit hosszsagu is. Ez a tarolasnal problémat jelenthet.

Ezt az utolso atvitelként 1étrejovo tobblet bitet nevezziik tilesorduldsnak. Latszolag ez problémat okoz,
mivel nem tudunk vele mit kezdeni, azonban lehet hasznos is.

Az egyik eset, amikor ezt felhasznaljak, a tobb szot elfoglald, nagyobb szamok Osszeadasa. Mivel az
Osszeadas utdn ugyan ez nem tarolodik el az eredménnyel, azonban rendelkezésre all az informacid, hogy
tulcsordulés tortént, igy fel lehet hasznalni atvitelként a kdvetkezd szoban talalhatd szamrészek
osszeadasahoz. Igy tulajdonképpen egy olyan osszeadést lehet megvaldsitani, ahol a szamjegyek egy-egy
szoban vannak tarolva, a szamrendszer alapszama pedig az egy szdban tarolhato értékek szama.

Ennél sokkal nagyobb jelentdsége lesz azonban a mi szdmunkra a tilcsorduldsnak a negativ szamok
abrazoléasanal és a negativ szdmokkal vald szamoléasnal...

Gyakorlé feladatok:

Add 06ssze a kovetkezo kettes szamrendszerbeli szamokat:

e 1011+1001=
e 10011+10110=
e 1111+1010=

Szorzas

A szorzas legaldbb olyan egyszerii kettes szamrendszerben, vagy talan még egyszeri{ibb is, mint az §sszeadas.
Osszesen csak két dolog kell hozza: a szorzétéabla, és annak ismerete, hogy minden szdmrendszerben ha egy
szamot a szdmrendszer alapszdmaval szorzunk, az azt jelenti, hogy egy nullat kell a szam végére irni, vagyis
minden helyiérték egyel nd.

A szorzétéabla kettes szamrendszerben igy néz ki:

o]l
0[o]l
o]l

Vagyis, ha két egyest szorzunk 6ssze, akkor az eredmény egy lesz, kiillonben pedig 0. Szerencsére most nincs
semmiféle atvitel.

Ezzel a szorzotablaval egy kettes szamrendszerbeli szamot egy egy bites kettes szamrendszerbeli szammal
mar Ossze tudunk szorozni: ha ez utobbi egy, akkor az eredmény a masik szam, ha nulla, akkor az eredmény
nulla. Azonban mi két tobb bites szdmot akarunk 6sszeszorozni.



Ehhez kell az az informacio, hogy ha kettdvel szorzunk egy szamot, az nem mas, mint a szam egy
helyiértékkel feljebb tolédsa, €s az egyes helyiértékre nulla irdsa. Ennek ismeretében nem kell mast tenni,
mint a két 0sszeszorzando6 szam egyikét felirni kettd hatvanyok dsszegeként. Ez bonyolultan hangzik, pedig
nem mas, mint amit az atvaltdsnal is alkalmaztunk: minden helyiérték kétszerese az el6zének.

Magyarul arrdl van sz6, hogy szorozzuk meg az egyik szdmot mindig a masik szam helyiértékével, majd
adjuk Ossze a kapott eredményeket de gy, hogy a helyiértékeire bontott szamban a helyiértékkel még meg
kell majd az eredményt az 6sszeadas eltt szorozni.

Még érthetébben ez annyit jelent, hogy ha a szorzé szamjegyein a legkisebb helyiértéktol haladunk, akkor a
részszorzatot minden esetben egyel toljuk balra az el6z6hoz képest (kettdvel szorzés), és igy adjuk 0ssze a
részszorzatokat.

Ez tulajdonképpen ismét a mar tizes szamrendszerbdl is ismert szorzas, csak azzal a kiilonbséggel, hogy
most sokkal egyszeriibb szorzotablat kell haszndlnunk: ha a szorzé helyiértéke egy, akkor a részszorzatnak
magat a szorzandot kell leirni, ha pedig nulla, akkor a részszorzat nulla.

A részszorzatok 0sszeadasat kettesével végezve pedig az elézéekben ismertetett modszert alkalmazhatjuk.

Egy dologra azonban a részszorzatok 6sszeadasa kapcsan még figyelni kell: Mivel ha egy » bites szamot
megszorzunk egy m bites szammal, akkor 6sszesen m darab n bites szorzat fog keletkezni, amelyek mind
egy-egy helyiértékkel eltolva adandok Ossze. Ez azt jelenti, hogy az eredmény m+n hosszu lesz. Vagyis két 1
byte-os szam szorzataként egy 2 byte-os szamot kapunk. Altalaban is igaz, hogy két egyforma hosszusagh
binaris szam szorzata kétszer annyi bitet igényel, aminek megfeleléen a szamitdgép a szorzéds eredményét
mindig a szorzandoknal kétszer hosszabb helyen tarolja.

Szorozd Gssze a fent leirtakat hasznalva a kovetkez6 szamokat:

e 10011 * 10100
e 10011101*10001
e 10101011*10111
e 101010*10110

Negativ szamok abrazolasa

A negativ szamok abrazoldsara olyan megoldésra van sziikség, amelyben egyértelmiien megallapithat6 a
szamrol, hogy negativ vagy pozitiv, és amely dbrazolas mellett a matematikai miiveletek is konnyen
elvégezhetdk maradnak.

Ez utébbi feltétel azt jelenti, hogy olyan abrazolasi modot kell alkalmaznunk, amely esetén az 6sszeadasnal
nem kell tovabbi szabalyokat megadni ha valamelyik vagy mindkét szam negativ. Vagy ha mégis
kénytelenek vagyunk 0j szabalyt is bevezetni ehhez, minél egyszeribben alkalmazhato legyen.

Amennyiben taldlnank egy olyan dbrazolasi modot, amelyben az §sszeadés szabalyait egy negativ szamra és
annak abszolut értékére alkalmazva az 6sszeadas eredménye nulla lenne, akkor ez egy olyan dbrazolasi moéd
lenne, ahol nincs sziikség semmilyen 0j szabaly bevezetésére.

A j0 hir, hogy van ilyen szdmabrazolasi mod, mégpedig a kettes komplemens alak hasznélata. Lassuk eldszor,
hogy ez hogyan is néz ki, majd ezutan megvizsgaljuk, hogy ez tényleg megfelel-e a céljainknak!

A kettes komplemens alak

A pozitiv szamok abrazoldsa ugyanaz, mint eddig volt, igy azzal nem kell foglalkozni. A negativ szamoknal
pedig a kovetkezé mddszert kell alkalmazni:

1. Trjuk fel kettes szamrendszerben, az dbrazolasban hasznalt biteknek megfelel szamu szamjeggyel a
szadm abszolut értékét.
2. Forditsuk meg a biteket: a 0 helyett irjunk 1-et, az 1 helyett pedig 0-at.



3. Adjunk hozz4 a kapott szamhoz 1-et.
Az igy kapott szamot nevezziik a szam kettes komplemens abrazolasanak.

Megjegyzendd, hogy azért hivjak kettes komplemens alaknak, mert az atalakitas soran elsd 1épésként (a 2.
pont) végzett bit-forditas (idegen szoval bitenkénti negalas) tulajdonképpen a szam egyes komplemense.

A kettes komplemens tulajdonsagai

Most mar barmely negativ szdmot tudunk kettes komplemensben abrazolni. A kérdés csupan az, hogy ez az
abrazolasi mod megfelel-e a kivanalmainknak.

Ehhez el6szor nézziik meg, mit kapunk, ha a -1 és abszolut értéke, azaz az 1 6sszegét a tanult modon
kiszamoljuk. El6szor a -1 kettes komplemens alakjat kell megkapni. Eddigi példainkhoz hasonléan most is
nyolc bites szdmokat hasznalunk. Ekkor az 1 alakja: 00000001. Ennek egyes komplemense, vagyis a bitek
megforditasa: 11111110. Ehhez egyet hozzdadva 11111111-t kapunk, vagyis ez a -1 kettes komplemensbeli
alakja.

Adjuk most 0ssze ezt és a 00000001-t vagyis az 1-et! Rovid szdmolas utan lathatd, hogy az eredmény
100000000. Azonban a kilencedik bitet nem abrazoljuk, vagyis az dsszeadéds eredménye 00000000, ami a
nulla alakja. Ugyanezt alkalmazva mas szamokra is, lathato, hogy mindig ezt az eredményt kapjuk, vagyis ha
figyelembe vessziik, hogy a tlcsorult egyest nem fogjuk tarolni, akkor valéban nullat kapunk minden szam
¢s ellentettje O0sszeadasanal.

Figyeljiik most meg azt is, hogy hogyan néznek ki a kettes komplemens abrazolasban a negativ és a pozitiv
szamok! A negativ szamoknal a legmagasabb helyierteknek megfeleld bit mindig 1 lesz, mig a pozitiv
szamok esetén ¢és a nulla esetén ez a bit mindig 0. Eppen ezért ezt a bitet eléjelbitnek nevezziik. Ez

egyértelmilen megadja, hogy a szdmunk milyen eldjelli. Természetesen a nullat pozitiv szamnak mutatja ez a
bit.

Ebbdl mar az is kovetkezik, hogy a szamok eldjeles abrazolasanal majdnem pontosan 50-50% eloszlassal
abrazolhatok negativ és pozitiv szamok, hiszen egy bit értéke éppen a felét adja az abrazolhat6 szamoknak.
Igen 4m, de a nulla a pozitiv szamok koziil egynek a helyét veszi el. Akkor ezek szerint egyel tobb negativ
szamot tudunk abrazolni, mint pozitivat. Vajon melyik ez a szdm?

Mieldtt ezt megkeresnénk, még egy tulajdonsagat nézziik meg a kettes komplemens alaknak: A -1 kettes
komplemens alakjabol hogyan tudnank visszakapni az abszolut értékét? A megoldas nagyon egyszerii:
képezziik ennek is a kettes komplemens alakjat: 11111111 egyes komplemens alakja: 00000000, ehhez egyet
hozzéadva pedig 00000001-et kapunk.

Ugyanez igaz minden negativ szamra is, vagyis egy negativ szambol az abszolut értékét ugyanazzal a
modszerrel kapjuk, amivel az abszolut értékbdl a kettes komplemens alakjat kaptuk.

Most pedig térjlink vissza az el6z6 kérdésre: melyik az a szam, amit negativ szamként dbrazolni tudunk, de
pozitivként mar nem? Valaszként egy feladat: szamoljuk ki az 10000000 negativ szam abszolut értekét!

Ha ennek a szdmnak vessziik a kettes komplemens alakjat, akkor 10000000-t kapunk. Ez azonban most mar
pozitiv szam, amit atszadmolva 128-at kapunk. Mivel a legnagyobb nyolc biten eldjelesen abrazolhaté pozitiv
szam (vagyis aminek az el6jelbite 0) a 01111111, ami 127, ebbdl lathatd, hogy az dbrazolhatd szdmok 127 és

-128 ko6z¢ esnek. Ez n bit esetén is igaz. Ekkor az eldjelesen abrazolhato szamok 211 g5 27711 k676 esnek
ellentétben az eldjelnélkiili esettel, amikor ez a tartomany 0 és 2”-1 kozott volt.

Szamolas eldjeles szamokkal

Az eldjeles szamokkal az 0sszeadas és a kivonas nagyon egyszerii: 0sszeadasnal egyszerlien 0sszeadjuk oket,
a talcsordulast figyelmen kiviil hagyva. Kivondsnal elébb a kivonando ellentetjét kell venni, majd ezutan
Osszeadast végziink.



Egy dologra azért érdemes figyelni: ha az eredmény az abrazolési tartoméanyon kiviil esik, akkor hibas
eredményt fogunk kapni. Példaul eléfordulhat, hogy két pozitiv szam Osszeaddsanak eredménye negativ
szam lesz, vagy két negativ szam 0sszege pozitiv lesz. Ilyenkor az eldjelbit nyilvan a két szdm Osszeaddsakor
keletkezett tulcsorulds miatt lesz hamis.

Szorzéasnal egyszerlibb a helyzet, mivel nem kell negativ szdmokkal foglalkozni. Egyszerlien 6sszeszorozzuk
a két szam abszolut értékét, majd a matematika szabalyai alapjan megallapitjuk az eldjelet, és ha negativ az
eredmény, akkor képezziik a kettes komplemensét.

Osszefoglalo feladatok:

1. Végezd el kettes szamrendszerben a kdvetkezé miiveleteket:

O O O O ©o

o

25+31
35-12
18-51
21*15
-4*30
50-110

2. Mennyi a legnagyobb és a legkisebb abrazolhato szam 16 biten, eldjeles szamabrazolasnal illetve
eldjel nélkiili szamabrazolas esetén?
3. Két pozitiv szdm Osszeaddsa utan -15 lett az eredmény. Mi ennek az oka?

Kovetkez6: A szamitogép felépitése

Vissza: Bevezetés az informatikdba akkor az
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